1 Die Riemannsche Vermutung

Geschichte

Die Riemannsche Vermutung wurde erstmals im Jahr 1859 von Bernhard
Riemann in seinem Artikel Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer ge-
gebenen Grosse” veroffentlicht. Dies war aber nicht die Geburt der mit dieser
Vermutung eng verwandten Funktion, der Riemannschen Zeta Funktion. Diese
wurde fiir natiirliche Zahlen im 18.Jahrhundert entdeckt.

Definition Die Riemannsche Zeta Funktion ist definiert als
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Uber Jahrhunderte hinweg beschiftigte das Problem des Grenzwerts von
¢(2) viele Mathematiker. Erst Eulers brichtiger mathematischer Verstandt konn-
te das Problem l6sen. Aber Johann Bernulie zeigte einige Jahre zuvor, dass die
Reihe konvergiert. Wir wollen Eulers Beweis verstehen, daher schauen wir uns
eine Abschétzung des Grenzwertes an.
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Der kluge Johann Bernoulie erkannte einen Zusammenhang mit 7. Euler verfei-

nerte den Zusammenhang. Davor werden wir die Konvergenz beweisen.
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Da diebe Summe eine Teleskopsumme ist kann man alle Summanden zwischen
1 und =5 wegstreichen und man erhilt > n(n+1) =1—-—.Firm—
ergibt d1es 1. Nach dem Maryoanten-Kriterium ergibt dies, dass ¢ (2) konvergiert.



Im ersten Schritt seines Beweises schrieb er die Taylorreihe des Sinus auf:
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Diese Reihe konvergiert fiir alle  Werte. Euler interpretierte die linke Seite
als Polynom unendlichen Grades, obwohl dies erst 100 Jahre spéiter bewiesen
werden konnte. Man muss Euler in seiner Zeit sehen, damals hiufig waghalsige
Manover akzeptiert wurden. Nun wieder zum Beweis. Jedes Polynom ldsst sich
als Produkt von Faktoren schreiben.
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Dies lidsst sich umformulieren:
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Wegen % — 1 fiir x — 1 gilt A = 1. Somit haben wir
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Nun ist das ein Problem einer unendlichen Reihe. Wenn man einen Koeffizien-
tenvergleich durchfiihrt ergibt dies.
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1.0.1 Die Produktdarstellung der Riemannschen Zeta Funktion

Die Riemannsche Zeta Funktion hat eine Produktschreibweise, welche auch von
Leonhard Euler geliefert wurde.
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Und so weiter:
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Dies ist die Eulersche Produktdarstellung der Riemannschen-Zeta-Funktion.
Diese gilt fiir alle Zahlen grofier 1.

1.1 Weitere Werte der Riemannschen-Zeta-Funktion

Euler bewies in seinem Buch Introductio in analysin infinitorum die Werte der
Zeta Funktion fiir x = 2,4,6,8,10,12, 14,16, 18, 20, 22,24, 26. Zum Beispiel
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Dieses Problem ist sehr schwierig, und wird an Hand folgender dieses Beispieles

veranschaulicht:
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Im Jahr 1750 veroffentlichte Euler eine Formel fiir alle geraden Zahlen:
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, wobei Bs, die zwei n-ste Bernoulli Zahl ist. Die haufigste Definition der Ber-
noulli Zahl lautet:

Was ist mit den ungeraden Zahlen?
Fiir diese gibt weder Formeln noch kennt man die Grenzwerte, aber Abschitzungen
sind moglich:
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((3) ist eine Konstante mit dem Namen Aperysche-Konstante”. Diese ist nach
franzosischen Amathematiker Roger Apery bennant, welcher bewies, dass die
Zahl von ((3) irrational ist. Von den beiden anderen Zahlen ist noch nicht
einmal dies bewiesen!
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1.2 Die Riemannsche Zeta Funktion fiir komplexe Zahlen

Da wir zuerst nur komplexe Zahlen mit = > 1 betrachten, kénnen wir statt
S L 3> || schreiben, wobei s = z + yi
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Der zweite Teil ist 1, daher folgt:
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1.2.1 Die Dirichlet Reihen
Dirichlet Reihen sind Reihen der Form
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ay, ist eine beliebige komplexe Zahl und A, ist eine reele Reihe, welche erfiillt:
AL > A > A3 >0 > 00

Wenn )\, = n ergibt dies
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Falls A, = log(n) dann ergibt dies
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So ist {(n) die einfachste Form einer Dirichlet Reihe.

In der Mathematik geht es immer um die Darstellung von Zusammenhéngen.
Wir haben schon in dem Teil der Collatz-Vermutung kurz iiber Dirichlet Reihen
geredet. Und zwar iiber die Losungen einer Dirichlet Reihe. In der Riemannchen
Vermutung geht es um dasselbe.



1.3 Die Riemannsche Vermutung

Die Riemannsche Vermutung bedeutet: alle Nullstellen der Riemannsche Zeta
Funktion liegen auf dem Kritischen Streifen %

1.3.1 Die Nullstellen der Riemannsche Zeta Funktion

Fiir alle n > 1 ist {(n) # 0. Dies folgt aus ((n) = Y, cp 7= Denn kein Faktor
dieses Produnkts kann 0 sein. ’ Gilt
dies auch fiir Re(1 —n) < 1?7. Dazu betrachten wir die Funktionalgleichung der
Riemannschen-Zeta Funktion. Diese ist definiert als

() =7 2'7" - D(n) - cos() - ()

Mit n > 1 T(n) ist als i, o0 imrmymre s —orsy definiert. Da wir in die-
sem Fall nur n > 1 betrachten, folgt aus dem ersten Beweis, dass ((n) nicht 1
sein kann. Bei 77"-217" ist es dhnlich. Da keiner der beiden Faktoren 0 ist, kann
dies auch keine Nullstelle erzeugen. Es bleibt nur cos(%*) iibrig. Wir schauen
uns den komplexen Cosinus an. Die Nullstelen sind definiert als cos(n) = 0 =
zp = EHr e R cos(E) =0 = T2k = 2Kty = 5 = 2%k 4+ 1Vk € Z =
C(1—z,) =C¢(1—(2k+1)) = ((2k) = Re(l — z;,) = Re(—2k) < k € N Also

gibt es Nullstellen fiir alle negativen Produkte von 2. Damit will ich abschlielen.
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